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Abstract: In this study, we explain to the pricing hedging of
derivatives in finite markets models. In this setting we work out
of the key financial and mathematical ideas underlying
modern derivatives.

Asset analysis without having to deal with the technicalities
stochastic calculus. We explain the notation of dynamic edging
and introduce the concept of an equivalent martingale —
measure. We discuss the fundamental theorem of asset pricing
and devive the Risk- Neutral pricing principle. To illustrate
these concepts we briefly discuss the Binomial model of Cox,
Ross and Rubinstein (1979)

1. GIRIS

Bu cahgmada, Q= {Wl ,W,,..., W, § sonlu

durum uzayi ile bir (Q,F ,P) olasilik uzay: iizerinde
calistyoruz. Ticaret gilinleri t=1,2,....,N sonlu olup , t=N
gdz oniine alinan tiirev kontratin vadesini gostermektedir.
bilgi akigmi modellemek igin {F.} n=0,12,..,.N
“Siizgeg”ini kullaniyoruz: bir A olaymmn gerceklesip
gergeklesmedigine , t=n zamanina kadar elde edilen
bilgiye gore karar verilebiliyorsa A olayma “Fy’ ye aittir”
denir.

“Tiirev Menkul Kiymet’- Odemeleri baska bir
menkul kiymetin 6demelerine baglh olan menkul
kiymetlerin - fiyatlamasi ve korunma (hedging) modern
finanstaki en dnemli konulardan biridir.Bir tiirev menkul
kiymetin en genel drnegi hisse senedi iizerindeki bir alim
opsiyonudur.Bu ise bir hisse senedinin bir hissesini
énceden belirlenmis bir K (kullanim fiyatr) fiyatindan,
yine dnceden belirlenmis bir T tarihine kadar alma hakk:
(zorunluluk degil bu nedenle “opsiyon” deniliyor) veren
bir menkul kiymettir. Opsiyonun fiyati, ilgili hisse
senedinin fiyat dinamiklerinin istatistiksel ozellikleri ve
yatirimctlarin bu menkul kiymetleri alip satma tercihleri
birlestirilerek dengede belirlenmelidir. Bu caliymada,
hisse senedi fiyatlarmm nasil modellenecegi ve hisse
senedi opsiyonlarmm nasil fiyatlandirilacag konusunu

aragtirtyoruz. S", verilmis olan bir hisse senedinin t=n
zamandaki fiyatim gostermektedir.(zaman birimleri;
yillar, aylar, haftalar veya giinlerdir.) n >0,

Analize baslamak igin, reel hisse senedi fiyat
siireci igin uygun bir stokastik modeli diiginmemiz
gerekmektedir. Su halde, {Sn;n 2 0} fiyat siireci igin,
bazt modelleme varsaymmlari tiiretmeliyiz. Baz hisse
senedinden  yaratilabilecek  bir finansal tlrevler
yelpazesinin varhigmi kabul edelim.Boyle tiirevlerin
birkag 6rnegi asagidadir [1].

Avrupa Ahm Opsiyonu: Bu opsiyonun sahibi, bir
hisse senedinin bir hissesini 6nceden belirlenmis , bir
gelecek t=n zamanimnda (vade tarihi), yine Onceden
belirlenmis bir K fiyatindan (kullanim fiyatr) alma
hakkina sahiptir. t= 0 zamaninda opsiyon almir. # 21
ve K sabitlerinin her ikisi de kontratta yazilmistir ve
S, >K ise
sahibi opsiyonu t=n  zamaninda kullanabilir ~ ve
S, —K' lik bir deme elde eder.Eger S, <K ise

opsiyon degersizdir. Bu durumda tdeme 0’ dir. Boylece
t=n vade tarihinde opsiyonun sahibine yaptif: Sdeme

kontrat t=n zamaninda sona erer. EZer

C, =(S,—K)" dir. Opsiyonun sahibi hisse senedinin
fiyatlarinin yiikselecegini timit eder.

Amerikan Alm Opsiyonu: Avrupa
opsiyonlarindan tek farki ¢ = k,1 Sk < n gibi herhangi

bir zamanda kullanilabilmesidir. Buradaki fikir sudur:
Eger hisse senedinin fiyati t=n zamanindan Once K’
fiyatnin ~ tizerine ¢ikmigsa, opsiyon vade tarihini
beklemeden kullanilabilmelidir.

Bermuda Ahm Opsiyonu: Bu tiir opsiyonlar
Amerikan alim opsiyonlarina benzer. Tek farki, vadeden
oneeki herhangi  zaman yerine, &nceki zamanlarin
onceden belirlenmis bir alt kiimesinde kullanilabilir
olmasidur.

Asya Alim Opsiyonu: Bu tiir opsiyonlar Avrupa
alim opsiyonuna benzer, farki ise sudur; Opsiyonun t=n
zamandaki 6demesi igin hisse senedinin “Ortalama” fiyati
kullaniimaktadir.
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Satim Opsiyonlar: Yukaridaki opsiyonlarinin

hepsi benzer bir satim opsiyonuna sahiptir. Opsiyonun

sahibi, hisse senedinin bir hissesini t=n zamaninda, K

fiyatindan satma hakkina sahiptir. Avrupa satim
opsiyonunda, t=n zamanindaki deme (K —S,)" dir.
Satim opsiyonunun sahibi, hisse senedi fiyatinin

diisecegini iimit eder. Satimlar alimlardan anlamlt bir
sekilde farkhdir.Gergekte, hisse senedi hisselerinin el
degistirmesine gerek yoktur. Ornegin, Avrupa alim
opsiyonunun sahibi, denk bir sekilde t=n zamandaki
C, =(S,—K)" miktarlik bir
sbzlesmesini imzalar, sadece para el degistirir. Esasinda
bdyle opsiyonlarm alicilar1 ve saticilari basitce, hisse
senedi  fiyatlarmin  degisecegini  diigiinerek kumar
oynamaktadirlar ve 6demeler tam olarak, baz hisse senedi
alip, satmadan bu oynanabilir, sadece her giiniin sonunda
hisse senedi fiyatlarinin ne oldugunu bilmeye ihtiyacimiz
vardir. (Siiphesiz bu kumari idare eden kanunlar olacaktir.
[ste bu nedenle, formal hisse senedi piyasalart vardir ve
yatirim firmalari yasal olarak hisse senedi, opsiyonlar ve
diger mallart satarlar). Asagidaki kisimlarda,“Bu
opsiyonlar i¢in bir adil fiyat nedir?”’sorusunu arastiracagiz
{2, 3].

Odemesi, kontrol

II. HISSE SENEDI FIYATLARI  iCiN

BINOMIAL MODEL

SO’ m  hisse senedinin bir hissesinin =0

zamanindaki fiyati oldugunu kabul edelim. S| ise hisse

senedinin t=! zamanindaki fiyatidir. Simdi de fiyat
hareketlerinin bir Bernoulli rassal degiskeni formunda
oldugunu kabul edelim;

S, b
Slz{uo p

ihtimale
dS,, 1-p,

ihtimalle
O<d<l<u ve O0<p<l dir. Fiyattaki
goreceli degisim =S,/S, oram ile verilmis olsun.
Burada P, =u)=p, PY,=d)=1-p
Bdoylece hisse senedi ya yukariya (u) ya da asagiya (d)
gider. Belirsizlik bir baz Bernoulli (p) rassal degiskeni

yiiziindendir.  p’ ye ilave olarak, Risk u ve d’ nin
biiylikliigiine de baghdir: Farkli hisse senetleri farkli p, u,

d’ ye sahip olacaktirlar. Fiyatlarm #2>1 gelecek

burada

zamanlarinda da ayn1 sekilde degistigini kabul edelim; S,

degeri verilmis olsun.Bu durumda,
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us, p
S/1+l = {

thtimalle S
as, 1-p T

ihtimalle

Gegmisten bagimsizdir. Buradan su ortaya ¢ikar.
S, :n =0 bir Markov Zinciri dir. Ciinkii

S =S, KY R, %KY M

Y, =S,/S,,, 1<i<n,Ardisik fiyat oranlar
P =uw)y=p,P¥=d)=1-p ()
dagilimi ile benzer ve ayni dagilima sahiptirler.Su halde,
ES)=E(S,*Y, *Y,*..*Y)

=S, E(Y, %Y, *..*Y)

n

=S,(E(Y))", n=0

olur. Ciinki, S, bir
EY)=EX)=pu+(l-p)d

dagilmis rassal degiskenlerdir.Boylece,

sabit, Y,' ler ise

ile bagimsiz ayni

E(Sn)ZSo(pu"'(l“p)d)” y nZO olur.

Markov 6zelligi: Su anki durum S, verilmis
gelecek S {5,.5,,...5,,}
gegmisinden bagimsizdir. Burada S, verilmigtir, gelecek
S
Y

n+l
geemisten bagimsiz olur. Verilen bir n icin (1) ve (2)
S =u'd"™
olur. Bunun anlami sudur: Hisse senedi fiyat, ilk n-
periyot siiresince i- defa yiikselir, n - i defa diigser. Bu
duruma  karsilik gelen olasiliklar ise Binom (n,p)
dagihimi ile belirlenir:

oldugunda, pil

w1 =85,Y, . yeni bir bagimsiz rassal degisken olup,

ile tam olarak belirlenir, Bdylece gergekten

den su ortaya ¢ikar ; i €& {O,...n} icin

n
i

P(S, =u'd"'S,) =( ]pi(l —p),0<i<n

Bu model , yukaridaki bagumsiz ayni dagilmis Y, ardisik

getiri oranlari kullanilarak, aralk gittikce daha kiiciik alt
araliklara boliinmek suretiyle, stirekli zaman araligindaki
hisse senedi fiyatlarimn degisimi (tekamiilii) icin iyi bir
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yaklasim olarak kullanilabilir. u d ve p parametrelerinin
nasil tahmin edilecegi iizerinde duracagiz.§imdilik bu
parametrelerin bilindigini kabul edelim [3-5].

II.1. Hisse Senedi ve Risksiz Mallardan Olusan
Portfoyler :

Simdi artik hisse senedine ilave olarak bir de r>0
sabit faiz orani ile risksiz mal (para) vardir. Almis
oldugumuz risksiz mahn x hissenin t=n zamanindaki
degeri , x(1+7)" Bu malin alinmast demek, paranin
borg olarak verilmesi demektir. Bu malin satilmasi ise
bor¢lanilmasi demektir. r ¢ nin analiz icerisinde sabit
kaldigini kabul edelim. 1+r<u durumuna sahip olmaliyiz.
Aksi takdirde hisse senedine yatirim yapmanin bir anlam
olmazdi. Hisse senedi ve risksiz malin bir portfdyi,
verilmis olan bir zamandaki , toplam yatirimi tanimlayan
bir (&, B) iftidir. ¢ : Hisse senedinin hisseleri ,

B :Risksiz malin hisseleri.. Sunu biliyoruz ki, hisse

senedi ve risksiz malin bir portfoyii her zaman  iyi
tanimlanmis bir fiyata sahiptir: Yani t =0 zamaninda

portfoyiin degeri S, + B dir.Genelde ise t=n,n2 0

zamaninda, Portfoyiin  Degeri: o, + B(1+1)"
seklinde ifade edilir.
[1.2. Vade Tarihi t=1 lI¢in Avrupa Ahm

Opsiyonunun Fiyatlandirilmasi

Simdi de hisse senedinin bir hissesi i¢in kullanim
fiyah K ve vade tarihi t=1 olan bir Avrupa Alm
Opsiyonunu  diisiinelim: Bu opsiyonun sahibi t =1
zamaninda, hisse senedinin bir hissesini K fiyatindan

alma hakkina sahiptir. Eger t=1 zamaninda S, > K ise
opsiyonun sahibi opsiyonu kullanir ve bu durumda
S, — K ’uk bir 6deme clde eder. Aksi takdirde

(S, <K) ise vade tarihinde opsiyon degersiz olup
kullanilmaz. Bu durumda opsiyon sahibine yapilan ddeme
C,=(S,—K)" dur. Fikir sudur: Eger opsiyon
kullanilmigsa , opsiyon sahibi hisse senedini K fiyatindan
alarak bunu piyasada S, fiyatindan satmak suretiyle

S, =K ¢ Ik bir deme elde

opsiyonun sahibi hisse senedinin fiyatinin yiikselecegini
imit eder.

edecektir. Boyle bir

Eger hisse senedi fiyati yiikseliyorsa;

C =C, =uS, -K)"

lu

Eger hisse senedi fiyati diigiiyorsa;

C,=C, =(dS,—K)"

Simdide bu opsiyon igin olmasi gereken fiyati
belirleyelim bunu C, ile gdsterelim. C, : Hisse senedinin
tiirevinin bir hissesinin fiyatidir. b hisse senedinin
maliyeti , bC, olacaktir. Béylece sonunda, bu opsiyon
hisse senedi gibi alnip satilacaktir. Hisse senedi ve
risksiz malin portfoyiine benzemez. Olmasi gereken C,
fiyati degildir. Bu durumda opsiyonun ddemesi hisse

senedinin 6demesinden daha azdir. (S, —K)* < S,

Buradan su sonuca variriz. Co < SO; opsiyonun fiyati

hisse senedinin fiyatindan daha az olacaktir. Bu ise
kisilerin nigin opsiyon almak istediklerini agiklar. Diger
bir degisle opsiyonlar bireylere, hisse senedi almaktan

daha ucuz bir alternatif sunar. C; fiyatim hesaplayarak
bulmak igin bir portfoy kullanabiliriz. Bunu yapmak i¢in ;
hisse senedi ve risksiz maldan olusan bir (¢, B) portfoyii
kuraniz. Eger portféy t=0 zamaninda kurulmugsa t=1
zamaninda yenilenecektir. Opsiyonun odenmesi C, :
portfoyiin t=1 zamanindaki degeri, eger hisse senedinin

fiyatt yiikseliyorsa C,, eger hisse senedinin fiyats

diisityorsa C,, ” esittir. Kisaca, bu portfdy 06 , + [3 ’ya

mal olur ve opsiyonla aym C, 6demesini tiretir; Portfoy

ve opsiyon t=1 zamaninda ayni &demeye sahip
olduklarindan, t=0 zamaninda da aym fiyata sahip
olmalilardir:

C, = Yenilenen portfoyiin fiyati

=aS, + 3)

Su noktaya isaret edelim : Onlar aym yatirimlardir
ve boylece de ayni maliyete sahip olmalidirlar. Boyle bir

portfoylin bulunmasy & ve B degerleri igin ¢oziimii
gerektirir.

ouS, + B(l+r)y=C,, ve

odS, + B(l+r)=C,,

denkleme sahip olmaliy1z. Céziim su

gibi iki tane

iki bilinmeyenli

sekildedir:
o= Clu - Clzl (4)
S, (u—d)
B= uC, —dC, 5)
A+r)(1+u) v

23
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o ve B’ nin her ikisde negatif degildir. @ > 0,8 >0

Co=3 (pC1u+(1 p)Cy) (6

=a_)(p S, —=K)" +(1-p NdS, —K)") (7)

burada,
L 1 + r— d (8)
u—d
» u—>04+r)
I-p'=——+ ©)
u—d
Varsayimimizdan 1+r<u oldugundan 0< p* <1 bir

ihtimaldir. Eger hisse senedinin p ihtimali ile yiikselmesi
icin p= p* ise Co , opsiyonun iskonto edilmis ddemesi
olarak ifade edilebilir.

Cy=——E'(C)

10
1+r (10)

E’ : Hisse senedi fiyatt igin p = p* oldugu zamanda

beklenen degeri gdsteriyor. p* * ne Risk Yansiz ihtimal

denir. Reel beklenen iskonto edilmis 6deme asagidaki
gibi verilir.

1 1
—E(C,)=—/(pC,, +(1-
( l) 1+I"(p lu (

C
147 p)C,)

burada p hisse senedi igin reel Yiikselme olasihigidir.
Fakat opsiyonlarin fiyatlamasinda, fiyatlama formiiliinde

reel p kullamlmaz. Bunun yerine Risksiz Yansiz p*
ihtimali kullanilir. Gergekte ,Opsiyonun fiyati p’ ye
bagh degil sadece S,,K,u,d ve r’ ye baghdir. Su

halde opsiyonu fiyatlamak icin reel p’ yi bilmeye
ihtiyacimiz yoktur. Siirekli zamandaki hisse senedi
modelleriyle ilgilendigimiz zaman opsiyon fiyatlamak
icin {inli Black-Scholes formiiliinti kullaniriz. Bu
formiilde, Baz Brownian hareketin {4 yogunluk terimine

baglh degildir. Sadece 0 varyans terimine baghdir [6]
gl deg

III. RISK - YANSIZ OLCUM
Baz hisse senedinin rassalligi p’ nin reel degerine

bagl degildir. Buradan su sonug ¢ikar: “Reel P,
opsiyonun fiyatlandiriimasinda rol oynamaz.” Yani

C, 1 hesaplamak igin onu bilmeye ihtiyacimiz yoktur.

24

S 0sV>U Ve d verilmis oldugunda, p’ nin farkli degerleri

aym C, fiyatini iiretir. " giizel bir yoruma sahiptir.
y o 1y P g y

S, baslangic fiyati verildiginde t=1 zamanindaki

beklenen fiyatin su anki, degeri tekrar .S, dir. Ortalama

olarak, hisse senedi (iskonto edildigi zaman) fiyatt ne
yiikselir ne diiger. Yani Risk — Yansizdir:

1+ r)_IE(Sl !So) =S,

p=p ise (11)

eger
bunu gérmek igin (11) deki beklenen deger agilir.

(1+7) 7 (puS, + (1= p)dS,) =S,

1+ (pu+(1-p)d)=1

Tek ¢ozlim,

_ *_1+I"—d
p=pr Ta—d

Su halde hisse senedi ﬁyatmm “Adil bir sekilde”
degistigi diisiiniilerek (p = p ), opsiyonun fiyat1 t=1
zamandaki opsiyonun iskonto edilmis beklenen 6demesi
olarak goriilebilir. Genelligi kaybetmeksizin (p = p*)
oldugunu kabul edebiliriz.Ciinkii yukarida da deginildigi
gibi p’ nin gercek degerini bilmeye gerek yoktur. Sadece
p’ den p*’ ye
degisim olgiimiiniin degisimi olarak bilinir. Ciinkii
P(S, =uS,), p’ den p degismekte, P(S, =dS,),
(1-p) den (1-—
hisse senedi fiyatlamasinin “Risk Yansiz Ol¢lim” altinda

*y

Bunun anlami ise p nil

{S" :n>0} bir Markov siireci
oldugundan (11) ve analiz agagidaki ifadey: gerektirir.

risksiz p degerine ihtiyacimiz vardir.

p*) > ne degigmektedir. Zaman zaman,

yapildigin1  séyleriz.

kullandigimizdir.

A+r) "V E(S,|S)=1+r)"S,, n20

Beklenen  deger 6lgim  altinda

alinmstir. {(l +r)™".S,

risk  yansiz

n2 0} iskonto  edilmis

fiyatlarin stokastik siireci bir Martingale dir. Boylece p*

iskonto edilmig hisse senedi fiyatlarini martingale
formuna déniistiiren tek olasilik dlgiimiidiir. Ozel olarak

A+r)"E(S,))=E(S,), n=0 olsun. Eger S,
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deterministik (biliniyorsa) 0 zaman

(1+r)"E(S,)=S,  d

sudur;Herhangi bir zamanda hisse senedinin beklenen
degerinin suanki degeri, baslangi¢ fiyati ile aymdir.

Bunun anlami

Martingale : E(X,,|X0, X s X,)=X, , n20

ozelligini saglayan bir {X,;n= 0} stokastik siirecidir.
Martingaleler kumar konusundaki adil oyun notasyonunu

zapteder. X, : n oyundan sonraki toplam sansinizi

n "t
gostersin, Martingale dzelligi sunu ifade eder, gegmisteki
oyunlariniz ne olursa olsun gelecek oyununuz su anki
sansiniza esit olacaktir. Buradan hemen sunu goriiriiz.

E(X,)=(X,),n20: Oyunu bitirdiginiz zaman sizin
beklenen toplam sansmiz baslangigtaki sansmizla ayni
olacaktir [3].

HL1. t=1 Vade Tarihi Ile Diger

Fiyatlamasi

Opsiyonlarin

Portfoy yenileme metodu, opsiyonun C, 8demesi
igin C,, ve C,, degerlerini bildigimiz herhangi bir hisse

senedi opsiyonuna da uygulanabilir. Yani hisse senedi
yiikseliyorsa 8demenin ne oldugunu ve hisse senedi
diisiiyorsa 6demenin ne olacagmi bilmeye ihtiyacimiz
vardir.Omegin t=1 vadeli ve dS, < K <§, kullamm
fiyat: ile bir Avrupa Satim Opsiyonu’nu diisiinelim.
Boyle bir opsiyon sahibine hisse senedinin bir hissesini K

fiyatindan satma hakki verir. Burada opsiyon sahibi
fiyatin diigecegini {imit etmektedir. Boylece Odeme,

C,=(K-5) ., C,=0,C,=K=-dS, ve

opsiyonun fiyati su sekilde verilir:

Tn

1 . .
Co=—(p C,+(0-p )Chy)
l+r

1 .
—1—+;(1—p MK —dS,)

1 (u—(l+r)
1+ u-d

MK —dS,)

I1.2. Vade Tarihi ¢>2 Oldugunda Avrupa Alim
Opsiyonu’ nun Fiyatlamasi

Opsiyon sahibinin t=n zamanma kadar opsiyonu
kullanmadan beklemesi gerektigini kabul edelim.

Opsiyonun bu tarihteki ddemesi C, =(S, -K)"

Opsiyo-nun su anki maliyeti ne olmahdir?

Hisse senedi i¢in Binominal agag modeli altinda,
t=n vadeli, K, kullamm fiyat: ile bir Avrupa alim
opsiyonun fiyat: agagidaki sekilde verilir.

1

=WE )

Co

E” - Hisse senedi fiyat: igin ((8) ile tammlanan) p* risk-
yansiz ihtimali altindaki beklentidir.

Diger bir ifadeyle; Fiyat Risk- Yansiz Olgiim
altinda opsiyonun beklenen 6demesi opsiyonun su
anki degerine esittir. Once n=2 periyodunu diigtinelim:

t=0,1,2 hisse senedi fiyatlart S,S,,S, opsiyon sadece

sadece t=0  zamammnda kullanilabilir. C,, onsel

bilinmeyen fiyat1 gosterir. C,, t=1 zamaninda Onsel
bilinmeyen fiyat opsiyona t=1 zamanmda ne kadar
sdenmelidir. t=2 zamanmdaki fiyat, C, =(S, —K)",

bu ise hisse senedinin uu, ud, du ve dd gibi 4 sonucu ile
belirlenir. Eger sonug uu ise

S, =u*S, ve C,=C,,, =u’S,-K)"

C, = —I——E (C,)
a+r)
(10) denklemi kullanilarak,
C,, = ! (p’C,, +(1-p")C (12)
Lu (1+l") p 2,uu p 2ud

1 * *
Cl,d = (—1-"'_’:)_(1? Cz,du +(1-p )Cz,d:/ (13)

p* , (8) ile tamimlanan Risk- Yansiz Slgiimdiir. Boylece,
C,' in sonucu icin iki deger hesapladik (10) denklemini

C,’ e uygulayarak t=0, Zamanmdaki istenen maliyet
bulunur;

1 . .
CO = __(p Cl,u + (1 - p )Cl,d)

14
i+7 (14

Yani (10) u ii¢ kere uyguladik. Yani 3 defa beklenen
deger hesapladik. Eger E "(C,)bek beklenen degerini

hesaplasaydik, t=2 zamanindaki beklenen O6deme p*’ ya
gbre, 0, t=0 zamanki beklenen ddemeyi verirdi.
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1 N

=——F (C 15
0 (1+7")2 ( 2) ( )

Bunu goérelim. p = p* oldugu zaman sunu gozleriz:

CZ,z/u H (p* )2
C2 = CZ,ml’ Zp*(l—p*)
C,/,{a (1 - p*)z

E'(C))=(p)C,,, +2p (1-p")C,,, + (-

2

Bunu 2’ den daha ¢ok periyoda benzer sekilde
genisletiriz. Ornegin t=5 vade tarihi olsun. Once t=4

zamanindaki maliyetleri hesaplamaliyiz. C :Eger

4
hisse senedi 4 periyodun tamaminda yiikselmisse bu
durumdaki maliyetleri gdsterir. t=5 zamanindaki iki
mitmkiin nihai ddeme

=W’S,—K)" e

S, ununy

II1.3. Amerikan Alim Opsiyonu I¢in Erken Kullamm
Optimal Degildir

Amerikan alm opsiyonunda , opsiyon sahibi
opsiyonunu t=n vadesine kadarki herhengi bir zamanda
kullanabilir. Fakat gdsterecegiz ki vadeden Once
kullanmak optimal degildir. Herhangi bir t=k<n
zamaninda, C, opsiyonunun degeri, t=k zamanmda
opsiyonu kullanmanim 6denmesinden daha biiyiiktiir:
C, >S5, —K Bunu gérelim. Alstirma olarak t=2
durumunu

diistinelim. 0 zaman,

p*)2£2 =(S,—-K)"28,-K, Her bir sonug igin

aéifklamayl genigletirsek list sinirlart elde ederiz.
2
C2ml =7 SO - K
C,,y 2udS, —K
2
C,. 2d>S, - K

(19)

Simdi bu esitsizlikleri C,” in kesinlikle S, —K den
daha biiyiik oldugunu gostermekte kullanabiliriz. Bu ise
C,, >uS, —K ve C,, >dS, — K’ nn her ikisinin

de gosterilmesini ister.

Lu

CS,mmud = (u4dS0 - K)+ 1
Clu = ——(p*CZ,utl + (1 - p*)C2,ud
1 . . 1+
4 uuune = m (p CS,uumm + (1 - p )CS,ummd) 1
2 I—_I—_—;(p*(quo = K)+ (1~ p")udS, - K))
1 . + . .
=[P’ w’S, ~K)" + (- p)udS, ~ K] us, . oK
1+ = (pu+(1-p)Hd)-
1+~ 1+~
>ﬂgi( u+(1-pHd)-K 20
Diger 4 durum C4.uuuzl b C4,uudtl > C4,ll£/tlﬂ' veC4.(1(/dd 1+7 P P ( )

maliyet t=4 zamaninda benzer sekilde hesaplanir. Sonra
t=3 zamanmnda maliyetler hesaplanmir. ... t=1" dekiler

hesaplanir, sonuc¢ olarak CO’ 1 hesaplariz. Bu ise
5+4+3+2+1=15 beklenen degerin  hesaplanmasim
gerektirir. Genelde, vade tarihi t=n oldugu zaman,

n(n+1)

(10) denklemi l1+2+..+n = T defa

uygulariz[7]. Sonug olarak,

1 *

= " (C 17
1+r)" (€0 _

C

1 n

Co = ‘*‘—Z[?J(P*)i(l -p)"Wd"S, —K)

I+nr)"is
(18)

26

:uSOM_K
1+r
=uS, - K

(Clinkii 1+r>1)

Bu sekilde, C|, >uS, — K oldugunu kanitladik.
C,; >dS,—K oldugu da benzer sekilde kanitlan.

Ispat t=n zamam iginde benzer sekilde calisir. Once

oldugunu gdsterir. Sonra

Cn—l > Sn—l - K

C.,>S,,-K ve C, >S§ —K gosterilinceye

+ kadar bu islem adim adim devam eder. Amerikan satim
opsiyonu alim opsiyonundan tamamen farkhdir. Erken
kullanimn karli oldugu birgok durum olabilir. Bu yiizden
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Amerikan satim opsiyonlari Avrupa satim
opsiyonlarindan ¢ok daha pahalidir.
IV. BiNOMIAL AGACLARIN SUREKLI

ZAMANLI DEGISIMLERI

Bizim lizerinde yogunlasacagimiz esas soru sudur:
Hisse senedi fiyatinin evrimi igin siirekli zamanli bir yapi
verilmis olsun.(veya bagka bir Stokastik Siire¢) Zaman
adimlar1 sonsuz derecede kiigiltiildiigiinde, bu siirece
yakinsayan bir binomial agaci nasil kurmaliyiz?

FELLER Diffiizyon Limiti Z; (=1,..,N)
bagimsiz Bernouilli rassal degigkenleri , nin bir ailesi ve
P{Z=1]=p, P[Z=-1]1=q= 1-p olsun . O zaman , E[Z;]
=p-q, Var[Z;] = 4pq olur.

Simdi bir binomial aga¢ kuralim: zaman aralig1 0
dan T =N At’ ye kadar degisiyor ve her birinin
tane araliktan

uzunlugu At olan N

olusuyor. ¢, =n At olsun. X, , bir rassal degiskenin t,

zamanimdaki degerini gostersin. X,=x verilmis olsun.

B {x + Ax, p ihtimaliile
n+l T

x—Ax, g=1-p ihtimaliile

olarak tammlayalim. Ayrica ardigik artimlar bagimsizdir.
Eger Xo=xo verilmigse, o zaman {X,} siirecini Bernoulli
rassal degiskenin terimleri ile asagidaki sckilde
yazabiliriz.

X, =xy+ Y Z,Ax 22)

i=l

Beklentinin lineer ve artimlarin bagimsiz oldugu
gercegini kullanarak, asagidaki ifadeyi yazabiliriz.

EyX,=x,+ Y E[Z,JAx=x, +n(p —q)Ax

i=l

Var, X, =Y Var{Z,1(Ax)* = 4npg(Ax)’

i=]

T’ yi sabit tutup, N — oo yaklagtirdigumizda {X n ]llvzo

siireci, asagidaki Ozelliklerle, bir silirckli zamanli limit
{Xl }/e[{)‘]‘] ’ YC yaklnsar.

t
EO[Xn]:XO +-§(p—Q)AX

4 2
X, |=4—" pq(Ax
Var()[ n] AtPQ( )

Simdi, Ax, At — 0 yaklagirken limite gegmek istiyoruz.
Oyleki EoX,] ve Varg[X,] sinirh kalacak sekilde, ozel
olarak sunu istiyoruz,

EJx 1o ut , var|Xx,]Joo’t @3

2
Varyans sonlu = (Ax) 4[ siurlidir. Su halde,

(Ax)*
At

=0’ = MA=0VA
Ax
Ortalama sonlu — (p -q )——-— =u
At
AXx' iyerine yazarsak,

o

(ZP—I)E=H

Bu ifade yeniden diizenlenirse

_1, piat
2 20
(24)
LY
2 20

boylece, kesikli zamanh slireg , U yogunluk ve O 2

varyanslt  bir stirekli zamanh limite yakinsar. Birim
zamandaki adim biiyiikligii ve ihtimal 6l¢iimii asagidaki
sekildedir.

Ax=0«/zrt
l+u\/—A—t

PA=5=05

25)

Hersey zaman admnmn terimlerine gore yazilmustir.
Yukaridaki tiiretmenin isaret ettigi sey sudur: Adim
biiylkliigii ve ihtimalleri, bir siirekli zamanli limit ile
tutarli olacak sekilde, 6zel olarak segmeliyiz. X

icin limit siirecine, U yogunluk ve O oynakhg: ile

Aritmetik Brownian Hareket ad1 verilir [1, 6] tanimlanir
ve bizim, 4 yogunluk ve O oynaklik ile bir Aritmetik

27
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Brownian hareket olarak modelledigimiz sey budur.
Bununla birlikte kesikli zamanda, Logaritmik fiyatlarn,
farki alinmig serileri olarak tammlanirlar:

V. SONUC

Bir ¢ok finansal zaman serisi sadece kesikli
zamanlarda gozlenir. Bu tip verilerin kesikli dogasi ise
kesikli zamanli modellerin popiiler olma nedenlerinden
bir tanesidir. Diger bir neden ise bu tip modellerin
genellikle  maksimum olabilirlik analizine miisaade
ediyor olmasidir.

Binomial model basit bir forma sahip olmasma
ragmen, piyasanin temel yapismin  anlagiimasini
saglamaktadir. Denk Martingale Sl¢iimleri kullanilarak
olusturulan Risk- Yansiz fiyatlama metodolojisi ise,
Black-Scholes’ in orijinal yaklasimini basitlestirmekte ve
genellestirmektedir. Bu araglar herhangi bir tiirev {riinii
fiyatlamak igin kullanilabilir. Bdoylece ¢ok gergekei
sartlarda arbitrajsiz fiyatlar elde edilebilmektedir.

Arbitraj Fiyatinin orijinal ihtimal yerine “Denk
Martingale Olgiimii” ile belirlenmesi gergegi derin bir
goriis olup, Martingaleler’in teorisinin dncii rol oynadigi
kompleks Finansal tiirevlerin fiyatlandirtlmas: gibi biiyiik
bir aragtirma alanina yol agmigtir.
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