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COBB-DOUGLAS URETIM FONKSIYONUNUN GEOMETRIK
PROGRAMLAMA ILE ANALIZI

Dr. Tuncay CAN

M.U. L.I.B.F. Ekonometri Boliimii, Yardimct Dogent

Abstract: Geometric  programming Is a recent
analytical technique developed for solving a class of nonlinear
programming problems that often arise in the fields of
management Science and engineering design. Characteristic
of these problems is the fact that the function to be maximized
or minimized is the sum of products of a certain number of
terms. The Cobb-Douglas production function Is fairly
universal law relating manufacturing output y to the inputs
labor and capital K as 'Y = y1.“K Bwhere 3, a and 8 are
assumed to be constunts. We shall consider studies of
maximizing the output of a production process subject to a
budget constraint using geometric programming technique.

I-GIRIS
Bu makalenin amact Cobb-Douglas - {iretim
fonksiyonunun analiz edilmesinde Geometrik

Programlama (GP) tekniginin amaca uygun tanitilmasi ve
kullanilmasidir. Yapilan literatiir taramasinda boyle bir
calismaya tilkemizde rastlanmamistir.

Bir firmanm elde ettigi {iriin (output) ile kullandig
girdiler (input) arasindaki iliskilere “iiretim fonksiyonu”
adi verilir. Girdilerin veya {Uriiniin fiyatlarim  ve
dolayisiyla firma i¢in maliyetlerini hi¢ hesaba katmadan,
sadece bilinen tretim teknikleri gercevesi iginde “girdi
driin  iliskilerini™  fiziki yonii ile ele alan {iretim
fonksiyonu biz bir firmann hangi tiretim kanunlarinin
etkisi altinda bulundugu gésterecektir.

Bir firmanin tiretim miktari y, bu miktar {iriinii elde
etmek igin kullanilmasi gereken girdiler x;,xs,...,x, ise
girdi-tirtin iliskilerini

y=H(X1.X2,. .., Xy) )

Seklinde bir “iiretim fonksiyonu” ile gosterebiliriz.
Bu gosterimle y ¢ok degiskenli bir fonksiyondur ve
fonksiyonun yapisi (dogrusal ve dogrusal olmayan)
hakkinda bir fikir vermez. Girdileri emek(L) ve sermaye
(K) ile gosterirsek (1) ile gosterilen fonksiyonu

y=f(L.K)

Fonksiyoriuna indirgeyebiliriz. Bugiine kadar
yapilan ¢alismalarda ¢ogu iktisat¢1 tiretim fonksiyonunu
bulmaya ¢ahsmislardir. P.H. Douglas ve C.W.Cobb bu
arastirmay1 yapan iki @nlii iktisat¢idir. Gergekte Cobb-
Douglas iiretim fonksiyonunun “wicksell fonksiyonu”
olarak adlandirilmas1 gerekir. Ciinkii {sve¢’li iktisatci
Knut Wicksell (1851-1926) so6zii edilen iiretim
fonksiyonunu 1900 den once tanitmisti. (Bakiniz: B.
Sandelin, “On the origin of the Cobb-Douglas’in Amerika
Birlesik Devletlerinde yaptiklari arastirmada imalat
sanayii ele alimmistir. Girdi olarak sadece emek ve
sermaye ayrimi yapilmig ve {riin olarak ta biitiin
mamuller alinmistir ve sonugta Amerikan ekonomisindeki
sinai diretim artiglarinin % i emegin katkisi, ¥ i kapitalin
katkist ile saglanabilecegi gosterilmistir.

Cobb-Douglas tiretim fonksiyonu v, o, B sabitler,
L{emek) ve K(sermaye) olmak iizere

vk 2)

seklinde tanmimlanir. (2) ile gosterilen Cobb-
Douglas dretim fonksiyonu dogrusal olmayan bir
fonksiyondur ve bu tiir bir fonksiyonun kullanimi
stiphesiz ki dogrusal tiretim fonksiyonunun
kullanilmasindan daha gercekgi bir yaklagim saglar.

(2) fonksiyonun bazi temel 6zellikleri soyledir:

i) o+B ninct dereceden homogendir.

i) o+P=1 ise dogrusal olarak homogendir.

Homojenlik 6zelligi L ve K nin t>0 iken tL ve tK
haline getirildiginde ¢iktinin da

F{ELtK) = p(ELF (K =t “K” =1=#F(LK)

olmast olgusunda yatar. Yani Cobb-Douglas

“dretim fonksiyonu o+ derecesinden homojendir. o+p=1

ise fonksiyonu I.dereceden homojendir ve bu &zellik
“dlgege gore degismeyen getiri” (constant return to scale)
kuralinin  gecerli oldugunu gosterir. Su halde Cobb-



Douglas’in ABD de yaptiklari arastirma Amerikan imalat
sanayinde “Olgege gore degismeyen getiri” kuralinin

- gecerli oldugunu ortaya koymustur. a+p>1 ise Olgege

~gore artan getiri, a+B<1 ise Olgege gore azalan getiri
..anlamna gelir.

Biz bu ¢alismada bir biitce kisiti altinda bir iiretim
siitecinin ¢iktisini maksimize etmek igin GP yi kullanarak
bir model tizerinde ¢alisacagiz.

GP, 1964 yilinda onceleri  mithendislik
problémlerinin ¢6ztimi igin gelistirilen ve sonralari diger
birgok bilim dallarinda oldugu gibi iktisadi problemlerin
¢oziimiinde de basarili bir sekilde uygulanan dogrusal
olmayan programlama probleminin ¢zel bir halidir.

X =(%,%y,...xy ) b, € R* vea, € R olmak uzere

A N
y=y(x)=> 5] Jx"

=l n=l

seklinde tanimlanan

fonksiyon” denir.

fonksiyona “posynomial

b(t=1.2,...,T) katsayilar1 “ekonomik katsayilar” ve
an(t=1.2,....T; n=1,2,....,N) kuvvetleri de “teknolojik
katsayilar” olarak adlandirilir. b, katsayilardan en az
birinin negatif oimasi durumunda Y(X) fonksiyonu
“signomial fonksiyon” adint alr. Gergel Diinya
problemlerinde  dogrusal  olmayan  programlama
problemlerinin de birgok kisitla karsilasilir.

1y i

D bo ] [ . Q)

=1 n=1

Min:y,(X)=

IIH A”

Kisitlar: yln(z() ”,,H o <Lm=12..M

1=l n=l

X=(x,%9,...%y) 3 %>0 ,i=1,2,.N

4

modeli ile verilen “posynomial geometrik programlama”
problemini ele alalim. Modelimizde M tane esitsizlik ve
bir tane amag¢ fonksiyonu olmak iizere M+1 tane
posynomial baginti vardir. Amag fonksiyonuna “primal
fonksiyon”, x>0 ; =1,2,....N degiskenlerine “primal

degisken™ veya “primal karar degiskenleri” ad verilir. (4)

kisitlarina “primal kisitlar” adi verilir.
Her primal fonksiyondaki terim sayisim T, ;

m=0,1,...,M ile her bir terimin katsayisi ¢ift indis ve her
bir degiskenin kuvveti ii¢ indis ile gdsterilecektir.

56

Cme; M : denklem amm; M : denklem
t : terim t: terim
n : degisken
Su halde, 0ornegin c¢o4 amag fonksiyonunda

4.terimin katsayisini gosterirken, asi,, 3.kisitta 4.terimde
2.degisken kuvvetini gosterir.

altinda amag
(Xlaxz’x.';’ ces ,XN)

Amacimiz M primal  kisit
fonksiyonunu minimum yapan X =
vektoriinii bulmaktir.

Kisitsiz posynomial geometrik programlamada
oldugu gibi kisith posynomial geometrik programlamada
da primal amag fonksiyonunun kisitlar altinda minimum

noktaya ulagsmada  Aritmetik-Geometrik  ortalama
esitsizligi  (Cauchy Esitsizligi) onemli rol oynar.
U,Us,...,ur gibi negatif olmayan sayilarin aritmetik ile

geometrik ortalama arasindaki baginti

-;T(u,+u2+ crup )2 (o aty oty )T

seklinde verilir. Bu esitsizlik, uy,us,...,ur herhangi

negatif olmayan sayilar ve 51,52,...,5T toplamlar bire

esit olan pozitif agirliklar olmak tzere

.0 ¥
Syuy +8ytty + oot Spuy Zup uy? Lty (5

seklinde de yazilabilir, u;=uy=...=ur sartt ile (5)
esitsizligi esitlik sekline doniislir. y(x) posynomial

fonksiyon
T
- 25,(” e ]

=1

I I m d=020T
r\x L) Im“ Ym=04...M

1=}

seklinde yazilabilir ve bu form ile aritmetik-
geometrik ortalama egitsizligi kullanilabilir. (5) de yazilan
aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi kullanilarak

o1 113

esitsizligi elde edilir.
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i o, o,
br, e . T

H 2001 ifadesi “predual fonkisyon” ve H b,

a\ 9 G\ 0

r=1 t=i t
ifadesi de *“dual fonksiyon” olarak adlandirihr. §,
degiskenlerine de “dual degiskenler” adi verilir. Optimal

agirhiklar

w =

br t=12...T
y

seklinde tanimlanir,

denklemine

T
Za1[151 =0 ; n=12,..,N
1=l

T
“ortogonolite kosulu™ ve Z& =] denklemine de
1=l

“normalite kosulu™ adi verilir. Terim sayisi ve dogrusal
denklemlerin sayisi arasindaki fark “zorluk derecesi”
olarak adlandirihr. Su halde kisitsiz problem igin N
ortogonolite kosulu ve bir normalite kosulu vardir ve bu
denklemler '

T-(N+1)

Zorluk derecesine sahiptirler. (5) esitsizligi ele
alinip

J.=6u, ; 1=12,...T

degisken doniisiimii yapilirsa aritmetik-geometrik
ortalama esitsizligi

J 0y J 0 J oy
Wy #dy+o+d,y 2| 2 122 20

So=1 G

esitsizligine donusiir. (5) esitsizligi §;
normalite kosulunu saglamadigi durumda

A=A +A+.+ A,

agirhklarinin

yazilarak  gosterilebilinir.  Normalize ve normalize

edilmemis agirliklar arasindaki bagint
A =A8 ; 1=1,2,..T (8)

seklinde verilir. (7) ve (8) esitlikleri kullanilarak

(0, +3,+.+1,) Z(_Jl—j I[sz [b—j | 9
A \a, ) T,

elde edilir.

Amacimizi agiklamak  ve Cobb-Douglas {iretim
fonksiyonu modelinde karstmiza gikacagi igin bir tek kisit
kullanarak posynomial G.P problemini tekrar gézoniine
alalim ve yontemi géstermeye ¢ahsalim.

1y
Z bO/ 7y (l)

=1

/i
Kisit YI(:\Z):Z/7|/<//(;\‘)
=1

Min y,(x)= (10)

N
)= T
=]
I N
q, (E) = Hx

n=1

D t=12,..T,

ars =120,
posynomial G.P problemini ele alinsin. (9) da

verilen aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi
kullanilarak yo(x) ve y(x) i¢in

Agy Aoy Buy
[’o (E)]/l., 2(1’01"1 (l)) [bozrz (I)] m[bm;,”'/;, ()—‘)J /1610 (12)

Ag, Ag

Aoy,

12y ) 2 (b' 9y @))A“ [b'z‘” (5)j% ...[b”iq"" ({)TM A (13)

AH AI2

Ay,

esitsizlikleri elde edilir. (12) ve (13) esitsizliklerin her iki tarafi karsilikli gérpllarak

Aoy,

oo Bael] ™[ 2 L)J{

seklinde bir esitsizlik elde edilir.

bg (E)jA“ [b”i 91 (E)_]Am /13‘%’11
e ]

(14)

AII AIl



(14) esitsizligi agirhiklariin her se¢imi igin saglanmasina
ragmen A,=! segilerek normalize edilmis agirhklan
se¢mek uygundur. Su halde

Ag =04 +0pa + o+ Jyy =1

bagintisi yazilabilir. Diger agwhklar da o; agirliklan

cinsinden yazarsak (14) esitsizligi

/7I'I', tl/,(l). o 14

o) funte) | [P W b
ARTRCAN A=

L O Auy, Lo

esitsizligi seklinde yazilabilinir. Buradan hareketle
Dual G.P. olarak adlandirian model asagidaki yekilde
vazilabilir:

Vik (l(() l_ll_l "H /H“W

FTPR NN AN m/ /
/o
Nisitlar - E -

[

\V A

E = L)
”mm mr = 0 n=12...N

mecl il
/

. B . s

()m(l - z ‘)/ul m 1.2.... 1\/1
14

Ong =| ve Omu =/,

Dual G.P, probleminde bagimsiz N+1 tane esitlik
halinde dual Kisit ve bagimsiz T dual degisken vardir:

M
1= Z,lm

e

T-(N=1) sitira esitse yani zorluk derecesi voksa
¢coziim tektir. T-(N= 1Y+0 ise vani zorluk derecesi varsa bu
durumda  dogrusal olmayvan kisitlar alunda dogrusal
olmayan programlama problemi, dogrusal kisith konkav
programlama problemine dontstirilir.

Su  halde dual fonksiyonun
maksimize  edilmesi  halinde  primal
minimum{global) degeri bulunmus olur.

kisitlar  altinda
fonksiyvonun

v=yL"K" Cobb-Douglas tiretim fonksivonuna geri
donersek 0=2/3 ve B=1/3 oldugunu varsavahim. cc+f=1
oldugu i¢in “olgege gore sabit getiri™ kurah gegerli
olacaktr. Yani. girdilerdeki avni oranda degisiklik olursa
¢iktrda da avim oranda degisiklik olacaktir. Matematiksel
olarak agiklamak  gerckirse L ve K bir Y ¢kusini
t=0 olmak kavdivla tl. ve (K girdileri tY
gikusmi olusturacakuor. Su halde

verivorsa

wil. ) (/l\) o BV =1

~ /‘I
oy

vazilabilir ve sonugta Cobb-Douglas iiretim
fonksivonu {.nci dereceden homogendir. yani “dlgege

gore sabit getiri™ kurali gegerlidir.

P ¢ikusmm birim fivauni, w licret oranmin ve
sermave fiyaunm verildigini varsavahm. M bir bitige
smirt alsun.

L Y4 14
Pmak PY, oy = pAT K
KNisit : wL+gK =M
PY=0 oldugu igin verilen modelde PY wi

- T e
maksimize etmek yerine 7 } i minimize edebiliriz. $u
pJ

halde problem

=20 -l
i v = p'l,:r' I IRAV S
P

P oming oo

Kisit - 1+ 3K <
M

ivi

modeline indirgenmiy olur.

Xp=L. KL dp eyt d:

d>i=g'M

w/M.

denilirse bir tek kisit altnda posynomial geometrik
programlama problemi
c g
Poming, z=0x X"
Kisit :dx) +d>x, <1
seklinde yazilabilir. Terim sayisi T=3. ve degisken sayisi
N=2 oldugundan problemin zorluk derecesi

T-(N#1):3-2+1)=0
dir. Su halde problemin normalite ve ortogonalite
kosullari alunda tek  bir optimal  ¢oztimii  vardur,

Problemimiz i¢in normalite kosulu
bt

ve ortogonalite kosullan da



Onert. C.3, S.13.

2
—-:l| + 1 =()
5

fH
I,
- ?/‘l T Uy = 0
J
5
seklindedir. 121
Ay =1
2,
~ At =0 [3]
J
I
—:‘/1|+ll13 =0 I-”
J
- . 2 I
denkleminin ¢oziimiinden A, = L.y, = =, 15 = — .
’ 3773 (5]
elde edilir.
[6]
_p _
I= ;_ Lj=1 ve Hy=pdg, j=1.2
Y
Yy 71
_ o 2 _ 1
Z=c\X, "%, dN =2 d Y, = -
- 30773
oldugundan
[8]
- _ 2 —- 2V = P = M
L=X=——> [ =20 A=Y%,2o— =K =1
3 d, 34 T 3ds RI7ZANTN
su halde sonugta
b e 2/ 74
! 2M # MY Py 2V3 (1)
Py=—==py —| = |-
z 3 3q ) 3\ q
elde edilir,
H-SONUC
Cobb-Douglas tiretim  fonksivonunun  ¢iktising
maksimize edilmesinde dogrusat olmayan

programlamanin 6zel ve giiglii bir teknigi olan geometrik

programlama  kullamlmisur. Ayni sonuca ~Lagrange
carpanlart metodu™  kullamlarak da  ulasilabilir. Bu

durumda  dogrusal olmayan denklemlerle udrasiimak
zorunda kahmir ve bu denklemlerin ¢coziimiinde kullanilan
teknikler (Newton Raphson vb.) gercek ¢oziimit bulmakta
zorlanirlar. Bu nedenle G.P. tekniginin kullaniimasi tercih
sebebi olmalidir.

KAYNAKCA

Beighter.  Charles  S.: Phillips Donald  T..  Applied
Geometric Programming. John Wiley and Sons. Inc.. New
York. 1976.

Chiang.  Alpha C.. Matematiksel iktisadin  Temel
Yontemleri. Cevirenler: Prof.Dr. Ergun Kip. Yrd.Dog.Dr,
MuzatTer Sarimeseli. Ars.Gor.Osman - Avdogmus.  Feort
Yaymlart Verso ALS.. 1986,

Dulfin. R Peterson. Ll and Zener. C.. Geometrie
Programming. John Wilcy and Sons. New York. 1967,
Eeker. 1.G.. Geometrik  Programmming:  Methods,

Computations and Applications. Siam Review. Vol: 22,
1980.

L.Gue. Ronald:  E.Thomus.  Micheal.  Mathematical
Methods in Operational Research. U.S A 1968,

Mc Namara LR ~On Geometric  Programming  and
Complementary - Stackness™  Journal of  Optimization
Theory and Applications. Vol 74, No:2. 1992,

Sinha.  S.B. Biswas. A: Biswal, ML Goometry
Programming  Problems  with  Negative  Degrees ol

Difficulty™. European Journal of Operational Research.
Vol:28. 1987.

Sydsacter. Knute Hammond. Peter T Mathematics for
Economic Analysis. Prentice-1all International. fne.. (993

Ustiinel.  Besim. Ekonominin

Matbaasi. 1975.

Temelleri.  Kurtuius



